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Вступ. Інфекційні хвороби та їх спалахи у формі епідемій переслідують 

людство весь час існування. Тому питання моделювання динаміки 

розповсюдження інфекційних хвороб завжди було і буде актуальним. Пандемія 

ж коронавірусу, яка змінила життя всього людства, додатково підвищила наш 

інтерес до цього питання. 

Огляд останніх публікацій. Одним з найефективніших підходів до 

аналізу динаміки складних систем є прийом, коли вся система розбивається на 

частини та при цьому задаються закони для швидкостей обміну речовиною між 

цими частинами. Ці частини цілого (наприклад, всієї популяції) отримали назву 

«компартменти» (від англ. compartment – комірка, обмежений простір), а такий 

прийом отримав назву «компартментальний аналіз».  

Вперше компартментальний аналіз у вивченні динаміки поширення 

інфекційних хвороб було застосовано англійськими математиками Вільямом 

Кермаком та Андерсоном Маккендріком (1927, 1932). Подальші дослідження як 

правило використовують моделі Кермака – Маккендріка та їх узагальнення. 

Моделюванню динаміки епідемій інфекційних хвороб присвячено чимало 

недавніх публікацій, серед яких виділимо [1; 2]  

SIR-модель Кермака-Маккендріка. Отже, першою компартментальною 

моделлю в динаміці інфекційних хвороб була модель Кермака-Маккендріка 

(1927), в якій люди ділилися на три групи: тих, хто може захворіти, хворих і 

тих, хто одужав або має імунітет.  

В подальшому такі моделі отримали назву SIR-моделі від англомовної 

абревіатури SIR = Susceptible-Infected-Recovered, від розбиття всієї популяції на 

три частини: S (susceptible) – вразливі, тобто без імунітету до хвороби;                    
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I (infectious) – ті, що заразилися і розповсюджують інфекцію, і R (recovered) – 

ті, хто одужав і/або має імунітет. 

Розглянемо SIR-модель Кермака-Маккендріка детально. Позначимо 

кількість осіб у частинах популяції 𝑆, 𝐼 та 𝑅 у момент часу 𝑡 через 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡) та 

𝑅(𝑡) відповідно. 

В SIR-модель Кермака-Маккендріка є три припущення: 

1. Хвороба поширюється у закритому середовищі; тобто немає еміграції чи 

імміграції, народжуваності чи смертності серед населення, так що загальна 

кількість населення залишається сталою 𝐾 для всіх моментів часу 𝑡, тобто  

𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) ≡ 𝐾. 
2. Кількість сприйнятливих осіб, що заражена інфікованою особою за 

одиницю часу в момент часу 𝑡, пропорційна загальній кількості сприйнятливих 

з коефіцієнтом пропорційності (коефіцієнтом передачі) 𝛽, відповідно загальна 

кількість новоінфікованих осіб протягом часу 𝑡 дорівнює 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡). 
3. Кількість осіб, що одужали за одиницю часу в момент часу 𝑡 становить 

𝛾𝐼(𝑡), де 𝛾 – коефіцієнт відновлення, і вважаємо, що особи, що одужали, 

набувають постійний імунітет. 

 
Виходячи з цих припущень, блок-схема моделі наведена на Рис. 1, а 

відповідні диференціальні рівняння, що математично описують динаміку 

поширення інфекційного захворювання в популяції, наведені в системі 

{
 
 

 
 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 ;

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼 ;

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 .

                                                          (1) 

Оскільки рівняння для змінної 𝑅 від’єднано від перших двох рівнянь 

системи (1), нам залишається лише розглянути систему 

{

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 ;

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼 .

                                                          (2) 

З системи (2) маємо 
𝑑𝐼

𝑑𝑆
= −1 +

𝜌

𝑆
.                                                            (3) 

де 𝜌 =
𝛾

𝛽
 .  

Розв’язок рівняння (3) з початковим значенням (𝑆0, 𝐼0) має вигляд 

S I R 
 βSI γI 

Рис. 1. Блок -схема SIR-моделі без життєвої динаміки. 
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𝐼 − 𝐼0 = −(𝑆 − 𝑆0) + 𝜌 ln
𝑆

𝑆0
.                                            (4) 

Усі 𝐼(𝑆), визначені рівнянням (4), досягають максимуму в точці 𝑆 = 𝜌. З 

графіків 𝐼(𝑆) для різних початкових значень (𝑆0, 𝐼0) випливає, що існує 

порогове значення 𝜌 таке, що якщо початкова кількість сприйнятливих 𝑆(0) =
𝑆0 > 𝜌, то кількість інфікованих збільшується; а якщо 𝑆(0) = 𝑆0 < 𝜌, то 

кількість інфікованих зменшується.  

Визначимо 

𝑅0 = 𝛽
1

𝛾
𝑆0 =

𝑆0
𝜌
, 

тоді можемо сказати, що епідемія поширюється при 𝑅0 > 1, і згасає при 𝑅0 < 1. 
Зазначимо, що 𝛾𝐼(𝑡) – це кількість осіб, що одужали за одиницю часу в 

момент часу 𝑡, тобто особи, які переміщуються із компартменту інфікованих 𝐼 в 

момент часу 𝑡. Тобто після проміжку часу тривалістю 1/𝛾 всі інфіковані особи 

𝐼(𝑡) одужують. Отже, 1/𝛾 – це середня тривалість хвороби, а 𝑅0 = 𝛽𝑆0/𝛾 – це 

кількість осіб, інфікованих зараженою особою протягом усього періоду 

інфекції, коли всі особини в популяції сприйнятливі. Ця величина 𝑅0 визначає 

порогові значення для передачі захворювання. Кількість інфікованих 

зменшується, якщо 𝑅0 < 1, і збільшується, якщо 𝑅0 > 1. Тому для контролю за 

зростанням епідемії одним із ключових факторів є оцінка значення 𝑅0, а потім 

зменшення його до < 1. 

Оцінка значення 𝑅0 – завдання непросте на практиці, оскільки воно 

включає біологічні параметри, деякі з яких неможливо виміряти. Наведемо 

приклад оцінки 𝑅0 на підставі історичних відомостей. 

Історичний приклад. Розглянемо спалах бубонної чуми в 1665–1666 

роках в селі Ейам поблизу Шеффілда (Англія) [2, стор. 356-361]. Збережені 

записи свідчать про те, що початкова кількість сприйнятливих та інфікованих 

було 254 осіб та 7 осіб відповідно у середині травня 1666 року, і лише 83 особи 

вижили на середину жовтня 1666 року.  

Отже, параметри SIR-моделі розвитку цієї епідемії можна оцінити так: 

𝑆0 = 254, 𝑆∞ = 83 і 𝐾 = 261, так що 𝜌 = 153 і 𝑅0 = 𝑆0/𝜌 = 1,66. Записи також 

показують, що період зараження становив 11 днів та 

𝛽 =
𝛾

𝜌
=
1

11
∗
1

153
= 0,000594 (

1

день
) = 0,01178 (

1

місяць
). 

З (3) випливає, що кількість інфікованих 𝐼(𝑆) досягає максимуму при 𝑆 =
𝜌. Таким чином, з (4) ми оцінюємо кількість інфікованих на високому піку 

епідемії 

𝐼𝑚 = 𝐼0 + 𝑆0 − 𝜌 + 𝜌 ln
𝜌

𝑆0
= 

= 𝐾 − 𝜌(1 + ln𝑅0) = 261 − 153(1 + ln 1.66) = 31(особа) 
Висновки. Було розглянуто основні положення компартментальний аналіз 

та проаналізовано ідеї, що використовуються при побудові SIR-моделей та SIR-

моделі Кермака-Маккендріка для опису динаміки розвитку епідемії 
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інфекційного захворювання. Також здійснені оцінки параметрів SIR-моделі 

Кермака-Маккендріка для певної історичної епідемії. 
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