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Вступ 

Метою роботи є доведення аналогу принципу максимуму для 

рiвнянь гiперболiчного типу. Зокрема, його застосування для хвильового 

рівняння та до випадку рівнянь коливань з молодшим членом типу 

амплітуд. 

Актуальність задачі полягає в тому, що принцип максимуму є дiєвим 

iнструментом для дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв рiвнянь в 

частинних похiдних. Як вiдомо з курсу задач математичної фiзики, для 

рiвнянь елiптичного та параболiчного типу принцип максимуму є 

дослiдженим фактом. Водночас для рiвнянь гiперболiчного типу 

класичний принцип максимуму не виконується.  

Наразi в публiкацiї Protter M., Weinberger H. [1] побудовано принцип 

максимуму в слабкому виглядi для хвильового рівняння, а для 

гіперболічних рівнянь зі змінними коефіцієнтами та молодшими членами 

першого порядку. Mawhin J., Ortega R., Robles-Perez A. [2] було доведено 

принцип максимуму для слабких розв’язків телеграфного рівняння у 

тривимірному просторі. Деякі з цих принципів були доведені для 

гіперболічних рівнянь другого порядку з молодшими членами в роботах 

Agmon S., Nirenberg L.[3], Clain S. [4]. У випадку періодичних розв’язків 

принцип максимуму є природним і був доведений Wang F., An Y.[5] і Li 

Y.[6] у зв’язку з існуванням та кратністю додатних періодичних розв’язків 

для нелінійної телеграфної системи. 

Метою роботи є дослідження доведення аналогу принципу 

максимуму для рiвнянь гiперболiчного типу. 

Основним завдання є отримання аналогу принципу максимуму для 

хвильового рiвняння з молодшим членом нульового порядку. 

 

1. Аналоги припципу максимуму для хвильових рівнянь.  

Принцип максимуму не виконується для розв’язкiв гiперболiчних 

рiвнянь i нерiвностей. У найпростiшому випадку хвильове рiвняння з 

двома незалежними змiнними має вигляд: 

𝑢𝑥𝑥  − 𝑢𝑡𝑡   =  0, (1.1) 



                Донецький національний університет імені Василя Стуса м. Вінниця 

І Міжнародна науково-практична конференція 

«Прикладні аспекти сучасних міждисциплінарних досліджень» 

 

245 

 

Легко побачити, що максимум для розв’язку 𝑢 в множинi 𝐷 може 

знаходитися у внутрiшнiй точцi. Наприклад,  функцiя 

𝑢 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 ·  𝑠𝑖𝑛 𝑡 

задовiльняє рівнянню коливанню струни та досягає максимуму у 

внутрішній точці  (𝜋/2, 𝜋/2). 

Щоб знайти можливий принцип максимуму, ми дослiджуємо при- 

роду правильно поставлених граничних та початкових умов задач для 

гiперболiчних рiвнянь. 

Хвильове рiвняння (1.1) описує поперечний рух однорiдної струни 

пiд час натягу. Розглянемо задачу Коші: ми задаємо 𝑢 та 𝜕𝑢/𝜕𝑡 при 𝑡 =  0 

на деякому iнтервалi 2𝛼 ≤  𝑥 ≤  2𝛽. 

Ми маємо показати, що тодi рух однозначно визначається в межах 

так званого характеристичного трикутника, тобто трикутник, сторони 

якого складаються з iнтервалу 2𝛼 ≤  𝑥 ≤  2𝛽, 𝑡 =  0 та сторони 

утворюють кут 𝜋/4 з вiссю 𝑂𝑥 i проходить через точки (2𝛼, 0) (2𝛽, 0) 

(див. Рис.1). Демонстрацiя полягає в отриманнi явного розв’язку цiєї 

задачi методом Рiмана. 

 
 

Рис. 1: Характеристичний трикутник 

Нехай 𝑢 двiчi неперервно диференцiйована функцiя i 

𝐿[𝑢]  ≡  𝑢𝑥𝑥  −  𝑢𝑡𝑡  

задано в трикутнику 𝐷 з вершинами (2𝛼, 0), (2𝛽, 0) i (𝛼 +  𝛽, 𝛽 −  𝛼). 

Розглянемо вираз  

∬ 𝐿[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

= ∬(𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

. 

Застосовуючи теорему Стокса, отримаємо: 

∬ 𝐿[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

= ∫ 𝑢𝑡𝑑𝑥

𝐵

𝐴

+ ∫(𝑢𝑥𝑑𝑡 + 𝑢𝑡𝑑𝑥)

𝐶

𝐵

+ ∫(𝑢𝑥𝑑𝑡 + 𝑢𝑡𝑑𝑥)

𝐴

𝐶

. 

Оскiльки 𝑑𝑥 =  −𝑑𝑡 вздовж вiдрiзка 𝐵𝐶 i 𝑑𝑥 =  𝑑𝑡 вздовж 𝐶𝐴, 

маємо: 
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∬ 𝐿[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

= ∫ 𝑢𝑡𝑑𝑥

𝐵

𝐴

− ∫(𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝑢𝑡𝑑𝑡)

𝐶

𝐵

+ ∫(𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝑢𝑡𝑑𝑡)

𝐴

𝐶

. 

Тепер можемо проiнтегрувати два останні інтеграли, i ми отримаємо: 

∬ 𝐿[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

= ∫ 𝑢𝑡𝑑𝑥

𝐵

𝐴

+ 𝑢(𝐴) + 𝑢(𝐵) − 2𝑢(𝐶) 

або 

𝑢(𝐶) =
1

2
[𝑢(𝐴) + 𝑢(𝐵)] +

1

2
∫ 𝑢𝑡𝑑𝑥

𝐵

𝐴
−

1

2
∬ 𝐿

𝐷
[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑡.(1.2) 

Таким чином, значення 𝑢 в 𝐶 однозначно визначається в 𝑢(2𝛼, 0), 

𝑢(2𝛽, 0), 𝜕𝑢/𝜕𝑡 для 2𝛼 <  𝑥 <  2𝛽, 𝑡 =  0 i 𝐿[𝑢] в 𝐷. 
Зокрема, ми бачимо, що якщо 

𝐿[𝑢] ≥ 0 в 𝐷     (1.3) 

та 

∂𝑢/ ∂𝑡 ≤ 0,   2α < 𝑥 < 2β,    (1.4) 

то 

𝑢(𝐶) ≤
1

2
[𝑢(𝐴) + 𝑢(𝐵)]. 

Якщо ми вiзьмемо будь-яку точку 𝐶′ в межах характеристичного 

трикутника 𝐴𝐵𝐶, ми можемо побудувати прямокутний рiвнобедрений 

трикутник 𝐴′𝐵′𝐶′ з 𝐴′ i 𝐵′ на вiсi 𝑂𝑥 i прямим кутом в 𝐶′. Тодi ми 

знаходимо таким же чином, що 

𝑢(𝐶′) ≤
1

2
[𝑢(𝐴′) + 𝑢(𝐵′)]. 

З цiєї нерiвностi видно, що значення 𝑢 в трикутнику 𝐴𝐵𝐶 не мо- жуть 

перевищувати максимального значення 𝑢 на початковому вiдрiзку прямої 

𝐴𝐵. Таким чином, якщо 𝑢 задовольняє (1.3) i (1.4), її максимум на 𝐷 ∪  𝜕𝐷 

повинен досягатись на  прямiй 𝐴𝐵. 

Цей результат є слабким принципом максимуму, оскiльки вiн не дає 

жодної iнформацiї про те, чи може функцiя досягти свого максимуму у 

внутрiшнiй точцi. Власне кажучи, функцiя 

𝑢 = cos 𝑥 ⋅ cos 𝑡 

задовольняє 𝐿[𝑢]  =  0; також 
∂𝑢

∂𝑡
|

𝑡=0
= 0. 

Свiй максимум 𝑢 досягає на (0, 0) i (2𝜋, 0), але вiн також досягається 

на (𝜋, 𝜋). Спiввiдношення (1.2) показує, що якщо функцiя 𝑢𝑡(𝑥, 0) є строго 
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вiд’ ємною на 𝐴𝐵 або якщо 𝐿[𝑢]  >  0 в 𝐷, то значення 𝑢 в 𝐶 строго менше, 

нiж середнє значення 𝐴 i 𝐵 . У цiй ситуацiї ми бачимо, що якщо 𝑀 позначає 

максимум 𝑢 на 𝐴𝐵, то 𝑢 <  𝑀 в 𝐷. 

 

Аналогічний результат можна отримати для рівняння з молодшими 

членами типу амплітуд:  

Теорема. 

Якщо  

𝐿[𝑢] ≡ 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢 ≥ 0  в  𝐷 

та 𝑢(𝑥, 0) ≤ 𝑀 < 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) ≤ 0, тоді  𝑢 <  0 в 𝐷. 

 

Висновки. Таким чином, в роботі отримані слабкі принципи максиму для 

хвильового рівняння, а також для хвильового рівняння з молодшими 

членами типу амплітуд. 
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