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ПРО ЛІНІЙНІ ДІОФАНТОВІ РІВНЯННЯ 

ТА МЕТОДИ ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

Анотація. Лінійні діофантові рівняння мають важливе значення в теорії чисел і засто-

совуються в криптографії та теорії алгоритмів. Основні методи їх розв’язання включають 

алгоритм Евкліда, використання тотожності Безу, метод перебору та метод підбору цілих 

розв’язків. Ці підходи дають змогу знаходити як одиничні, так і всі можливі розв’язки в ме-

жах існуючих систем рівнянь. 
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Актуальність. Діофант – одна з ключових постатей в історії математики, хо-

ча точні дані про його життя невідомі. Він відомий завдяки своїй праці «Арифме-

тика», що містить 189 задач, з яких до нас дійшли 7 книг із 13. Діофант розв’язу-

вав невизначені рівняння, шукаючи лише додатні цілі та раціональні числа, відки-

даючи ірраціональні розв’язки як «неможливі». Діофантові рівняння – це алгебра-

їчні рівняння з цілими коефіцієнтами, де шукають цілі або раціональні розв’язки. 

Проблема розв’язування таких рівнянь була включена до списку проблем Гіль-

берта, і в 1970 році Юрій Матіясевич довів її алгоритмічну нерозв’язність. 

Мета. Мета роботи полягає в дослідженні лінійних діофантових рівнянь і 

методів їх розв’язування. Це включає аналіз умов існування розв’язків, вивчення 

основних алгоритмів, як-от метод Евкліда, та знаходження загальних рішень че-

рез параметризацію. Окрема увага приділяється практичному застосуванню діо-

фантових рівнянь у різних галузях математики та науки. 

1. Означення лінійного діофантового рівняння. 

Рівняння виду: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 (1) 

називається лінійним діофантовим рівнянням з двома невідомими, якщо 𝑎, 𝑏, с – 

цілі числа, 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0, 𝑐 ≠ 0. 
До виду лінійних діофантових рівнянь з двома невідомими можна звести рів-

няння виду: 

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑔, (2) 

якщо 𝑝,  𝑞,  𝑔 – звичайні дроби, 𝑝 ≠ 0, 𝑞 ≠ 0, 𝑔 ≠ 0. 
Для цього достатньо: записати всі коефіцієнти звичайними дробами і по-

множити ліву та праву частини рівняння на спільний знаменник, тобто помно-

жити на найменше спільне кратне коефіцієнтів НСК(𝑝, 𝑞, 𝑔). 

Умови існування розв’язків лінійних діофантових рівнянь виду 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 

визначаються так: 
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– Основна умова існування розв’язків: рівняння має цілі розв’язки тоді і 

тільки тоді, коли найбільший спільний дільник (НСД) чисел 𝑎 і 𝑏 ділить 𝑐. Тобто 

існують цілі числа 𝑥 і 𝑦, якщо НСД(𝑎, 𝑏) є дільником 𝑐. 

– Алгоритм Евкліда: для перевірки умови існування розв’язку можна вико-

ристовувати алгоритм Евкліда для знаходження НСД чисел 𝑎 і 𝑏. 

– Якщо НСД(𝒂, 𝒃) не ділить 𝑐: якщо ця умова не виконується, то рівняння 

не має цілих розв’язків. 

2. Методи розв’язування. 

1. Алгоритм Евкліда 

Використовується для знаходження найбільшого спільного дільника 

(НСД) чисел 𝑎 і 𝑏 у рівнянні виду 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐. Якщо НСД числа 𝑎 і 𝑏 ділить чис-

ло 𝑐, рівняння має розв’язок. За допомогою розширеного алгоритму Евкліда мож-

на знайти конкретні значення 𝑥 і 𝑦. 
2. Метод розширеного алгоритму Евкліда 

Цей метод розвиває алгоритм Евкліда та дає змогу знайти конкретні роз-

в’язки 𝑥0 і 𝑦0 у рівнянні 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = НСД(𝑎, 𝑏), а також узагальнені розв’язки для 

випадку, коли 𝑐 ≠ НСД(𝑎, 𝑏). 

3. Метод узагальнених розв’язків 

Якщо базовий розв’язок 𝑥0 і 𝑦0 знайдено для рівняння 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐, то всі 

інші розв’язки можна отримати за допомогою формул: 

𝑥 = 𝑥0 +
𝑏

НСД(𝑎, 𝑏)
⋅ 𝑡, 𝑦 = 𝑦0 +

𝑎

НСД(𝑎, 𝑏)
⋅ 𝑡, (3) 

де 𝑡 – довільне ціле число. 

4. Метод пошуку часткових розв’язків 

Якщо рівняння не має розв’язку безпосередньо, можна спробувати знайти 

часткові розв’язки для спрощених випадків і потім комбінувати їх для отриман-

ня загального розв’язку. 

5. Геометричний підхід 

Лінійне діофантове рівняння 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 можна інтерпретувати як лінію на 

площині з цілими координатами. Пошук розв’язків іноді зводиться до знахо-

дження точок на цій прямій, де 𝑥 і 𝑦 є цілими числами. 

6. Метод підбору 

У випадку невеликих чисел можна вручну перебирати можливі значення 

змінних, шукаючи відповідні комбінації. 

7. Модульний метод 

Застосовується, якщо рівняння можна спростити до вигляду модулів. Це 

може спростити пошук цілих розв’язків у рівняннях типу 𝑎 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑏). 
8. Метод обмеження та відсічення (Branch and Bound) 

Застосовується для знаходження цілих розв’язків в обмежених діапазонах, 

що особливо корисно за великих коефіцієнтів. 

Ці методи можуть комбінуватися або використовуватися залежно від склад-

ності рівняння й його коефіцієнтів. 

Лінійні діофантові рівняння мають широке практичне застосування в крипто-

графії, комбінаториці, теорії чисел та оптимізаційних задачах. Наприклад, їх ви-
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користовують у створенні алгоритмів шифрування, розробці схем розподілу ре-

сурсів та у задачах планування. Одним із відомих прикладів є криптографічний 

метод RSA, який базується на властивостях цілих розв’язків. 

Висновки. Методи розв’язування лінійних діофантових рівнянь, як-от алго-

ритм Евкліда і тотожність Безу, забезпечують фундаментальні підходи до пошу-

ку цілих розв’язків. Їх універсальність дає змогу успішно вирішувати задачі в 

різних математичних та прикладних сферах. 
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