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ПРО ІСНУВАННЯ СИЛЬНО САМООРТОГОНАЛЬНИХ 

ТЕРНАРНИХ МЕДІАЛЬНИХ КВАЗІГРУП 

Анотація. Вивчаються медіальні тернарні квазігрупи, які мають властивість сильної 

самоортогональності. Знайдено найменший порядок, для якого існують сильно самоортого-

нальні тернарні медіальні квазігрупи над циклічними групами, побудовано серію прикладів 

таких квазігруп. 
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Вступ. Квазігрупові операції та їх ортогональність цікаві своїми комбінатор-

ними властивостями. Зокрема, ці поняття використовуються в алгебрі, комбіна-

ториці, теорії графів, геометрії, теорії кодування і шифрування інформації тощо. 

Одним із прикладів застосування є зв’язок ортогональності з максимально дистан-

ційно роздільними, або МДР-кодами. Відомо, що довільна квазігрупа є еквівалент-

ною МДР-коду відстані 2. А множина ℓ– 𝑛, де ℓ > 𝑛, сильно ортогональних квазі-

груп порядку 𝑚 еквівалентна 𝑚-арному (ℓ, 𝑚𝑛, ℓ– 𝑛 + 1)-коду довжини ℓ з міні-

мальною відстанню ℓ– 𝑛 + 1, що містить 𝑚𝑛 кодових слів [1]. 

Сьогодні проблема побудови ортогональних квазігруп з певними властивос-

тями є відкритою. Деякі методи побудови ортогональних 𝑛-арних квазігруп на-

ведені у [1, 2]. Оригінальний підхід до побудови ортогональних квазігруп запро-

понований у праці [3], а саме побудова квазігрупи з властивістю парастрофної 

ортогональності. Цей підхід взято за основу під час відшукання умов сильної 

самоортогональності тернарних квазігруп у [4]. Нашою метою є дослідити по-

рядки, для яких існують сильно самоортогональні квазігрупи, і побудувати се-

рію прикладів таких квазігруп. 

Основний текст. Нехай 𝑄 – скінченна множина порядку 𝑚. Тернарна опе-

рація 𝑓, яка визначена на 𝑄, називається оборотною, або квазігруповою, якщо 

для довільних 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 кожен з термів 𝑓(𝑥, 𝑎, 𝑏), 𝑓(𝑎, 𝑥, 𝑏), 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑥) визначає під-

становку множини 𝑄. Групоїд (𝑄; 𝑓) називається квазігрупою порядку 𝑚. 

Трійка тернарних операцій 𝑓1,  𝑓2,  𝑓3, що визначені на 𝑄, називається орто-

гональною [5], якщо для всіх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄 система: 

{

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎,

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑏,

𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑐.

 (1) 

має єдиний розв’язок. Множина тернарних операцій {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑡}, де 𝑡 ≥ 3 

називається ортогональною, якщо кожна трійка різних операцій із цієї множини 

є ортогональною. 
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Оскільки кожній тернарній операції порядку 𝑚 відповідає куб розмірності 

𝑚 × 𝑚 × 𝑚, який містить 𝑚 різних символів із 𝑄, а у випадку квазігрупової опе-

рації – латинський куб (кожен із символів зустрічається точно один раз у кожній 

лінії відповідного куба), то ортогональність трійки тернарних квазігруп означає, 

що відносно накладання відповідних латинських кубів кожна отримана трійка 

елементів зустрічається точно один раз. 

Трійка тернарних квазігрупових операцій 𝑓1,  𝑓2,  𝑓3 називається сильно ор-

тогональною, якщо ця трійка є ортогональною і за довільної фіксації будь-якої зі 

змінних у системі (1) отримана система має єдиний розв’язок для всіх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑄, 

тобто отримані трійки бінарних операцій є попарно ортогональними. Для відпо-

відних латинських кубів це означає, що самі куби є ортогональними, і всі їх від-

повідні шари (тобто латинські квадрати) є попарно ортогональними. 

Для кожної перестановки 𝜎 ∈ 𝑆4, 𝜎-парастроф 𝑓𝜎  оборотної тернарної 

операції 𝑓 визначається зі співвідношення: 

𝑓𝜎 (𝑥1𝜎 , 𝑥2𝜎, 𝑥3𝜎) = 𝑥4𝜎 : ⇔  𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥4. 

𝝈-парастроф називається: 

• 𝑖-им діленням, якщо 𝜎 = (𝑖4); 

• головним парастрофом, якщо 4𝜎 = 4. 
Тернарна квазігрупа називається: 

• парастрофно-ортогональною, якщо вона має 3 ортогональні парастрофи; 

• самоортогональною, якщо вона має 3 ортогональні парастрофи; 

• тотально самоортогональною, якщо всі її головні парастрофи є потрійно 

ортогональними; 

• сильно самоортогональними, якщо кожна трійка головних парастрофів є 

сильно ортогональною. 

Теорема 1 [6]. Тернарна квазігрупа (𝑄; 𝑓) є медіальною тоді і тільки тоді, 

коли існує абелева група (𝑄; +), така, що: 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜑1𝑥1 + 𝜑2𝑥2 + 𝜑3𝑥3 + 𝑎, (2) 

де 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 – попарно комутуючі автоморфізми групи (𝑄; +) і 𝑎 ∈ 𝑄. 

Поліном 𝑓 над комутативним кільцем 𝐾 називається оборотнозначним над 

підмножиною 𝐻 ⊆ 𝐾, якщо 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐) є оборотним у 𝐾 для будь-яких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∊
𝐻 [4]. 

Критерій сильної самоортогональності тернарних медіальних квазігруп: 

Теорема 2 [4]. Тернарна медіальна квазігрупа (𝑄, 𝑓), де 𝑓 визначається рів-

ністю (2), є сильно самоортогональною тоді і тільки тоді, коли поліноми: 

𝑝1(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)  =  𝛾1 – 𝛾2, 
𝑝2(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3) =  𝛾1 +  𝛾2 +  𝛾3, 

𝑝3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3) =  𝛾1
2 +  𝛾2

2 +  𝛾3
2– 𝛾1𝛾2 – 𝛾1𝛾3 – 𝛾2𝛾3, 

𝑝4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)  =  𝛾1𝛾2– 𝛾3
2, 

𝑝5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)  =  𝛾1 +  𝛾2 

є оборотнозначними над множиною автоморфізмів {φ1, φ2, φ3} групи (𝑄, +). 
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Програмним шляхом, за допомогою умов, наведених у теоремі 2, встановле-

но найменший порядок, для якого існують тернарні медіальні сильно самоорто-

гональні квазігрупи над циклічною групою. 

Теорема 3. Тернарні медіальні сильно самоортогональні квазігрупи над цик-

лічною групою порядку 𝑚 існують тоді і тільки тоді, коли 𝑚 ≥ 11 . 
Тернарна квазігрупа має 6 головних парастрофів, тому побудувавши квазі-

групу із заданою властивістю, отримуємо множину, яка містить 6 потрійно силь-

но ортогональних квазігруп. 

Наведемо серію прикладів сильно самоортогональних квазігруп. 

Теорема 4. Нехай 𝑍𝑝 є кільцем лишків за модулем 𝑝, де 𝑝 – просте число. 

Тернарна квазігрупа (𝑍𝑝; 𝑓), що визначена рівністю: 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 15𝑥 + 12𝑦 + 9𝑧, (3) 

є сильно самоортогональною квазігрупою для всіх простих чисел 𝑝, таких, що 

17 ≤ 𝑝 ≤ 107. 

Теорема 5. Якщо найменший простий дільник числа 𝑚 більший ніж 13, то 

(𝑍𝑚; 𝑓), де 𝑓 визначається за допомогою рівності (3) є сильно самоортогональ-

ною квазігрупою. 

Висновки. Із [4] відомо, що не існує медіальних сильно самоортогональних 

тернарних квазігруп для арності 𝑛 > 3, а із [7], що не існує тотально парастроф-

но-ортогональних (всі парастрофи різні і потрійно ортогональні) з властивістю 

сильної ортогональності для арності 𝑛 > 2. Отже, одним із напрямів подальших 

досліджень є питання існування сильно самоортогональних медіальних тернар-

них квазігруп, якщо їх група парастрофної симетрії не є тривіальною, тобто де-

які парастрофи можуть збігатися. 
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